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آموزشى
مهدی مفيدی احمدی،

کارشناس پژوهش سرای ملاصدرا 
مدرس خانة رياضيات و دبير رياضی ناحيه ۲ زنجان

مقدمه
انجام پژوهش های دانش آمــوزی از آرزوهای بزرگ 
ما معلمان اســت! همواره در ذهن خود کلاسی را آرزو 
کرده ایم کــه دانش آمــوزان آن کلاس، نه تنها از لحاظ 
اخلاقی و تربیتی نمونه باشند، بلکه مفاهیم مطرح شده 
در کلاس را نیز با »جدیت« پیگیری کنند، در درس ما 
خلاقیت به خرج دهنــد، کار گروهی یکی از عادت های 
آن ها باشد، فقط به ظاهر مباحث علمی توجه نکنند، در 
آن مبحث ســؤال های جدید طرح کنند و در یک کلام، 
»پژوهشگر« باشــند. البته به دلایل متعدد، کلاس های 
مــا این گونه نیســت. صادقانه بگوییم، یکــی از دلایل 
آن، دقیقاً خود ما معلمان هســتیم. عادت به پژوهش ـ 
حتــی پژوهش های مقدماتــی و دانش آموزی ـ در میان 
ما کم رنگ اســت. بنابراین نمی توان خیلی از دانش آموز 

انتظار پژوهشگری داشت.
عادت بــه پژوهش و پرسشــگری علمی در محیط 
مدرســه و لــذت ســحرآمیز و غیرقابل وصــف آن را 

دانش آمــوز ابتدا از معلم خود آموزش می بیند. البته در 
این بین منابع پژوهشــی ما نیز به شــدت نقص دارند. 
اغلب معلمان منابع مناسب، ساده و روانی در این زمینه 
برای پژوهش های کوچک دانش آموزی در اختیار ندارند 
و باید در جهت رفع این کمبود کوشید. هدف این مقاله 
نیز دقیقاً همین اســت؛ نویســنده سعی دارد به کمک 
همکاران، دانش آموزان و دانش جویان عزیز پژوهشــگر، 
در سلســله مقالاتی در حد توان، این نقیصه را برطرف 

کند؛ ان شاءاالله.
به توضیحاتی پیرامون روش و محتوای این سلسله 

مقالات توجه فرمایید:
● نگارش مفاهیم پژوهشــی در این سلسله مقالات به 
زبان دانش آموزی اســت و ســعی ما توضیح مطالب 
به صورت ساده، همراه با تصویرهای گویا خواهد بود. 
می کوشیم علت اثبات قضایا، روش آن ها و چگونگی 
پژوهش در آن موضوع خاص را خاطرنشــان کنیم. 
اگر در »پژوهک نامه« ها از نرم افزاری اســتفاده کرده 

با توجه به اهمیت بسیار زیاد انجام پژوهش توســط دانش آموزان، سعی داریم در چند قسمت به پژوهش های کوچك ریاضی در 
سطح دانش آموزی بپردازیم. در قسمت اول این مقاله ابتدا روش کار را توضیح می دهیم. سپس با ارائة یك مسئله و تحلیل دقیق راهبرد 
حل آن، سؤال هایی را مطرح خواهیم کرد. با این هدف که گروه های پژوهشی معلمان یا دانش آموزان با پیگیری این سؤال ها موضوع را 
توسعه دهند و خود نیز سؤال های جدیدتری مطرح کنند. مسئله ای که «راهبرد حل» آن را در این بخش تحلیل خواهیم کرد، مسئلة 

جالبی از توابع است: «هیچ تابعی با دامنة اعداد حقیقی وجود ندارد که از ترکیب آن با خودش،  تابعی با ضابطة x 2-2 به دست آید.»

چکیده

راهبرد نقطه ثابت 
در حل يك مسئله

پژوهش دانش آموزى

 کلیدواژه ها  پژوهش های، تابع، نقطة ثابت یك تابع، ترکیب توابع                                                    
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آموزش وپرورش استان هاست.
از خداوند متعال در این امر خطیر یاری می طلبیم که
»... إنِْ أرُیِدُ إلِاَّ الإصِْلَاحَ مَا اسْتَطَعْتُ وَمَا توَْفیِقِي إلِاَّ باِاللهِّ 

لتُْ وَإلِیَْهِ أنُیِبُ« (هود، 88(. عَلیَْهِ توََکَّ
بلکه فقط تا آنجا که در توانم باشد خواستار اصلاح 
جامعه هستم، و البته توفیقم فقط به لطف خدا بستگی 
دارد، تنهــا بر او تــوکل می کنم و فقط به ســوی او باز 

می گردم.

موضوع پژوهش ما از کجا آغاز شد؟
سال ها پیش در یکی از سایت ها )که آدرس آن را هم 
فراموش کرده ام!( به این مسئله و حل آن برخوردم که: 
»ثابت کنید هیچ تابعی با دامنة عددهای حقیقی وجود 
x به دست  −2 2 ندارد که از ترکیب آن با خودش، تابع 
آید.« مسئله ای شــیک! با ظاهری ساده و فریبنده، اما 
باطنی عمیق و پردردسر! پردردسر از این لحاظ که حل 
آن، از ایــن حل های معمولی و محاســبه های پیچیدة 
تابعی نبود که فقط یک بار بررسی شود و تمام. حل آن 
بسیار زیرکانه و عمیق بود، به گونه ای که ذهنم را حسابی 
قلقلک می داد برای بررســی دقیق تــرش؛  راهبردی که 
معمولاً برای حل این گونه مسائل استفاده نمی شود، اما 
به صورت اعجاب انگیزی تواناست! این راهبرد چیزی نبود 

باشــیم، آن را معرفــی می کنیــم و در صورت لزوم 
دستورات مربوط به آن را خلاصه وار خواهیم آورد تا 
تأکید کنیم که استفاده از ICT در جهان کنونی برای 

پژوهشگر از واجبات است.

● با اینکه بســیار سخت اســت، اما تلاش می کنیم که 
از مفاهیم کتاب های رسمی ریاضی آموزش وپرورش 
خارج نشــویم؛ به گونه ای که معلمان و دانش آموزان 
پــس از مطالعة آن ـ با کمترین نیاز به منابع بیرونی ـ 
به ایده های پژوهشــی »ناب« دست یابند و خودشان 
در گروه های پژوهشی، آن ها را دنبال کنند و به نتیجه 
برســانند. به همین دلیل غالباً در »انتهای موضوع« 
یک ســؤال باز مرتبط با موضوع مطرح و حل و بحث 
آن به گروه های پژوهشی سپرده می شود. امیدواریم 
این گروه ها حاصل کار خودشان را برای مجله ارسال 

فرمایند.

● جامعــة هــدف، دانش آموزان و معلمــان در محیط 
مدرسه، دانش آموزان شــرکت کننده در مسابقه های 
علمی کشوری، همچون جشــنوارة جوان خوارزمی، 
پژوهش ســراهای دانش آمــوزی، خانه های ریاضیات 
و گروه های آموزشــی ریاضی مســتقر در ادارة کل 



5  رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ سی ام |  شمارۀ 1 |  پاییز 1399

جز »نقطة ثابت« که یکی از عمیق ترین مفاهیم ریاضیات 
است و ریاضی دان های زیادی را واله و شیدای خود کرده 
اســت. این مقاله و قســمت دوم آن، نتیجة بررسی های 

»موشکافانة« بنده است. اما این »نقطة ثابت« چیست؟
اگر تابع )با دامنه و برد حقیقی( را مانند یک ماشین 
ورودی و خروجی در نظر بگیرید، این ماشــین  عددهای 
دامنة خــود را می گیرد و با توجه بــه ضابطه اش، عدد 
دیگری را تحویل می دهد. اگر عدد ورودی به ماشین پس 
از خروج تغییر نکند، آن را »نقطة ثابت« تابع می گوییم؛ 

به طور دقیق تر:

 تعریف.  عــدد c را »نقطة ثابت« تابــع f گوییم اگر: 
.f(c)-c=0 یا f(c)=c

 R را با دامنة f (x) x= −2 2  چند مثال.  همین تابع 
در نظر بگیرید. برای محاســبة نقطة ثابت آن، باید عدد 
. یعنی  f (c) c c c− = − − =2 2 

c را چنان بیابیم که: 
نقطه های 2 و 1- »نقطه های ثابت« تابع f هستند. مثال 
} با دو  }R − 0 f با دامنة  (x)

x
= +

1 زیبای دیگر، تابع 1
نقطة ثابت است که یکی از آن ها، همان »نسبت طلایی« 
. )چرا؟( البته همة توابع  +1 5

2
معروف اســت؛ یعنی 

g(x) نقطة ثابت ندارد.  x= −2 نقطة ثابت ندارند. مثلًا 
)چرا؟( بعضی توابع نیز فقط یک نقطة ثابت دارند، مانند 

. )چرا؟(. h(x) x= − تابع 

آیا می توان با استفاده از شکل تابع، متوجه شد 
که نقطة ثابت دارد یا نه؟

-2 -1
1 2

-1

2

-2

1

     شکل      1

بله، کافی اســت ببینیم نیم ســاز ربع اول و سوم، 

تابــع را قطع می کند یا نه. )چــرا؟( به تعداد نقطه های 
برخورد، نقطة ثابــت )حقیقی( داریم، زیرا »نقطة ثابت 
f یا  (x) x− =  براساس تعریف،  همان جواب معادلة 
f است.« شــکل 1 که با استفاده از »نرم افزار  (x) x=

جئوجبرا« رســم شــده اســت، نقطه هــای ثابت تابع 
f را بــا دامنة R نشــان می دهد؛ کدام  (x) x= −2 2

نقطه ها؟
در همین جا به اولین ســؤال جدی مقاله پاســخ 

دهید:

ضـابـــطة  بــا   2 درجــة  تــابـــع   .1 ســؤال 
f با چه شرطی نقطة ثابت دارد و  (x) ax bx c= + +2

برعکس، اگر تابع درجة 2 نقطة ثابت داشــته باشد، چه 
ارتباطی بین ضرایب آن وجود دارد؟

بررسی آن برعهدة شــما. توجه کنید که به جواب 
این سؤال در ادامة پژوهش نیازمندیم.

حال که با نقطة ثابت یک تابع تا حدی آشنا شدیم، 
به حل مسئلة اصلی بپردازیم و ببینیم که:

اولاً ایــن نقطه چگونه در حل مســئله به ما کمک 
می کند؟

ثانیاً،  آیا می توان با اســتفاده از آن، »ســؤال جدید 
مناســبی« طرح و آن را حل کرد؟ ابتدا به دو مســئله 
و حل آن اشــاره می کنیم که در طــول مقاله به آن ها 

محتاجیم:

x را تجزیه کنید. x+ −3 22 مسئلة 1: عبارت 1
حل: کافی است عبارت مناسبی را به آن اضافه و کم 

کنید )تساوی های زیر را توضیح دهید(:
x x (x x x) (x x )

(x x )(x )

+ − = + − + + −

= + − +

3 2 3 2 2

2

2 1 1
1 1

مسئلة 2: ترکیب توابع شرکت پذیر است.
 g ،f حل:  توضیح دهید که چرا برای هر ســه تابع
)البته اگر  fo(goh) (fog)oh= و h می توان نوشت:

شرایط ترکیب را داشته باشند(.

مسئلة اصلی
کــه  خاصیــت  ایــن  بــا   f : R R→ تابــع 

f وجود ندارد. (f (x)) x= −2 2

حل: حل مســئله به روش برهان خلف است. یعنی 
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-2 -1
1 2

-1

2

-2

1

fof
gog

     شکل      2

این واقعیت را می توان به عنوان یک مسئله در حالت 
کلی مطرح کرد که حل آن بر عهدة خودتان.

مسئلة 3: ثابت کنید برای هر تابع f، نقطه های 
 ثابــت f، زیر مجموعــة نقطه های ثابت fof هســتند؛

به  شــرطی که ترکیب، قابــل تعریف باشــد. بنابراین 
ریشــه های معادلة fof(x)-x=0 شامل همة ریشه های 

معادلة f(x)-x=0 است.
،{ },−1 2  حال با توجه به این دو واقعیت که مجموعة

مجموعة نقطه های ثابت g اســت و foh=hof )چرا؟(، 
مشــابه استدلال مرحلة دوم بررســی کنید که اعضای 

مجموعة

f ( ), f ( ), f ( ), f ( )
 − + − − 
  

5 1 5 11 2
2 2

نقطه های ثابت h هســتند )که البته ممکن اســت 
متمایز نباشند(. بنابراین:

f ( ), f ( ), f ( ), f ( )

, , , ( )

 − + − − ⊆ 
  
 − + − − ∗∗ 
  

5 1 5 11 2
2 2

5 1 5 11 2
2 2

● مرحلة چهارم: رسیدن به تناقض اصلی و تکمیل 
حل مسئله

. x ,
 − + ∈ − 
  

5 1 5 1
2 2

 فــرض کنیــد کــه: 

 پــس  x  نقطــة ثابت g نیســت؛ بــا توجه بــه )**(،

ابتدا فرض می کنیم، تابعی بــا این ویژگی ها وجود 
دارد و سپس با طی کردن مراحلی به تناقض اصلی 
f : R R→ می رسیم. پس فرض کنید تابعی مانند

وجــود دارد که پس از ترکیب آن با خودش، به تابع 
x رســیده ایم. برای درک بهتر استدلال، حل  −2 2

مسئله را به چند مرحله تقسیم می کنیم.

f با استفاده از g مرحلة اول: ساخت تابع جدید ●
ترکیب f با خودش را g بنامید؛ یعنی g=fof. پس 
. g(x) f (f (x)) x= = −2 x داریم: 2 R∈  برای هر 

می توان نوشت: fog=gof. )چرا؟(

g مرحلة دوم: بررسی ویژگی نقطه های ثابت ●
نقطه هــای ثابت g را در ابتدای مقاله به دســت 
آوردیم: نقطه های 2 و 1- )به شــکل 1 توجه کنید(. 
پس: g(2)=2 و g(-1)=-1 با کمی دقت می توان دید 
که f(-1) و f(2) نیز نقطه های ثابت g هستند. برای 

مثال، با توجه به مرحلة اول داریم:
g(f ( )) f (g( )) f ( )− = − = −1 1 1

پــس اگر x نقطة ثابت g باشــد، f(x) نیز نقطة 
ثابت g است. حال چون g دقیقاً دو نقطه ثابت دارد، 

می توان نوشت:
{ } { }f ( ), f ( ) , ( )− ⊆ − ∗1 2 1 2

● مرحلة سوم: ساخت تابع جدید h با استفاده از 
g و نقطه های ثابت این تابع جدید

 )h =gog بنامید  )یعنی h با خودش را g ترکیب 
و نقطه های ثابت h را به دست آورید. پس باید معادلة 
h(x) را حــل کنید )از مســئلة 1 کمک  x− = 

بگیرید(:
(x ) x (x )(x x )(x )− − − = − + − + =2 2 22 2 2 1 1 

بنابراین نقطه های ثابت h عبارت اند از:

, , ,
 − + − − 
  

5 1 5 11 2
2 2

 g=fof در شکل 2 مشخص است که نقطه های ثابت
در میان نقطه های ثابت h=gog هستند. به عبارت دیگر 
 ،g در شکل 2، دو نقطه وجود دارد که از آن ها هم تابع
هم تابع h و هم نیم ســاز ربع اول سوم عبور می کنند. 

)کدام نقطه ها؟ در شکل 2 نشان دهید.(
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. f (x) ,
 − + ∈ − 
  

5 1 5 1
2 2

، و یا  { }f (x) ,∈ −1 2 یا 

، پس f(x) نقطة ثابت  { }f (x) ,∈ −1 2 ● حالت اول: اگر
g است. لذا با توجه به )*( در مرحلة دوم، مسئلة 2 و 

اینکه fog=gof،  می توان نوشت:

x h(x) g(g(x)) g(f (f (x)))
f (g(f (x))) f (f (x)) g(x)

= = =
= = =

که تناقض است، زیرا x نقطة ثابت g نیست.

، پس  f (x) ,
 − + ∈ − 
  

5 1 5 1
2 2

● حالت دوم: اگر 

 f(x)≠x :نیست. در این حالت داریم g نقطه ثابت  f(x)

)چرا؟(. در نتیجه: 

f ( ) , f ( )− + + −
= − − =

5 1 5 1 5 1 5 1
2 2 2 2

پس:

g( ) fof ( ) f ( )− − + −
= = − =

5 1 5 1 5 1 5 1
2 2 2 2

5− نقطه ثابت g نیست. 1
2

که تناقض است، زیرا 
چون تنها همین دو حالــت وجود دارند و از هر دو 

حالت به تناقض رسیدیم، اساساً تابع f وجود ندارد.

بررسی راهبرد حل مسئلة اصلی
در حل مســئلة اصلــی، ميان نقطه هــای ثابت دو بار 
ترکيب f با خــودش ـ که g ناميديم ـ نقطه های ثابت چهار 
بار ترکيب f با خودش ـ که h ناميديم ـ ارتباط هايی يافتيم؛ 

مشخص شد که:

الف) fof دقيقاً دارای دو نقطة ثابت اســت (يا بهتر 
است بگوييم حداقل يک نقطة ثابت دارد).

ب) «چهار بار ترکيب f با خودش» دقيقاً دارای چهار 
نقطة ثابت اســت (يا بهتر بگوييم دارای نقطة ثابتی، غير از 

نقطه های ثابت fof است).
تناقـض  بـه  ارتباط هـا  ايـن  از  اسـتفاده  بـا  سـپس 
 R اصلـی رسـيديم و ثابـت کرديـم هيـچ تابعـی بـا دامنة

 x −2 2 وجـود نـدارد کـه از ترکيـب آن با خـودش تابع 
به دسـت آيـد.

نکتة جالب: اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در 
می يابيد که خيلی از نقطه های ثابت fof استفاده 
نکرديم، زيرا رســيدن به تناقض اصلی، براساس 
يک نقطــة ثابت «چهار بار ترکيب f با خودش»، 
خارج از نقطه های ثابتِ f of بود! همين نکتة مهم 
ممکن است در تعميم مسئله به حالت کلی تر، ما 

را ياری کند.

اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در کتة جالب: اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در کتة جالب: اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در  کتة جالب: نکتة جالب: ن
fofمی يابيد که خيلی از نقطه های ثابت fofمی يابيد که خيلی از نقطه های ثابت fof استفاده 
نکرديم، زيرا رســيدن به تناقض اصلی، براساس 
fيک نقطــة ثابت «چهار بار ترکيب fيک نقطــة ثابت «چهار بار ترکيب f با خودش»، 

f off off بود! همين نکتة مهم  of خارج از نقطه های ثابتِ of خارج از نقطه های ثابتِ 
ممکن است در تعميم مسئله به حالت کلی تر، ما 

را ياری کند.

حالا با توجه به حل مسئلة اصلی و توضيحات بالا دو 
سؤال زير را مطرح می کنيم:

سؤال 2. با چــه شرايطی يک چندجمله ای درجة ۲، 
هيچ گاه به صورت fof نيســت؟ (کــه در اينجا f تابعی با 

دامنة R است.)

سؤال 3. آيا می توان گفت تابعی مانند f با دامنة R که 
دارای خاصيت (ب) باشد،  موجود نيست؟

در قسـمت بعـدی مقالـه سـعی می کنيـم «تاحدی» 
بـه دو سـؤال بـالا جـواب دهيـم، امـا قبـل از آن، دسـت  
بـه کار شـويد و بـا اسـتفاده از ايده هايـی کـه گرفته ايـد، 
خودتـان بـه اين دو سـؤال پاسـخ دهيد؛ ابتدا مسـئلة زير 

را حـل کنيد:

مســئلة 4: ثابت کنيد که تابع f:R→R با اين 
f وجود ندارد. (f (x)) x x= + −2 2 خاصيت که 

و نکتــة آخر اينکه توصيف لذت عجيبی که در حل و 
طرح مســائل بالا وجود دارد (البته در کنار فايده های زياد 
ديگــری که دارد)، تقريباً غيرممکن اســت و اتفاقاً همين 
لذت، قدرت تحمل می دهد و پژوهشگر را به ادامة کار فرا 
می خواند! از اين نکتة مهم نيز غافل نشــويم که اگر بتوان 
لذت پژوهش را به دانش آموز چشــاند، بعيد است او از آن 

چشم بپوشد.


